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Актуальность работы
Одномерное уравнение Гросса–Питаевского (УГП):

iΨt + Ψxx − U(x)Ψ + P (x)|Ψ|2Ψ = 0, U(x), P (x) ∈ R. (1)

В контексте теории конденсата Бозе–Эйнштейна (БЭК) описывает
поведение “сигарообразного” конденсата; Ψ(t, x) — волновая функция.

• БЭК — это состояние вещества,
возникающее при сверхнизких
температурах.

• Предсказан в 1924 году в работах
А. Эйнштейна и С. Бозе.

• Обнаружен в 1995 году в
экспериментах Э. Корнелла, К.
Вимана.

• 1995–2000-е: эксперименты с
различными потенциалами
удержания U(x), при этом
P (x) ≡ ±1 (притяжение /
отталкивание частиц).

• 2000–2010-е: появляются
экспериментальные возможности
генерации периодического
псевдопотенциала P (x).
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Объект исследования

Стационарные локализованные решения
Решение уравнения (1) называется стационарным, если оно представимо
в виде

Ψ(t, x) = u(x)e−iωt. (2)

Стационарное УГП имеет вид неавтономного уравнения Дюффинга:

uxx +Q(x)u+ P (x)u3 = 0, Q(x) = ω − U(x). (3)

Стационарное решение называется локализованным, если lim
x→±∞

u(x) = 0.

Регулярные и сингулярные решения
Решение уравнения (3) называется сингулярным, если ∃x0, lim

x→x0

u(x) =∞.

Решение, не являющееся сингулярным, называется регулярным.
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Известные результаты

1. Y. V. Kartashov, B. A. Malomed, L. Torner, Solitons in nonlinear lattices //
Rev. Mod. Phys. 83, 247 (2011).
• Исчерпывающий обзор физических моделей, в которых возникает

переменный псевдопотенциал P (x).

2. H. Sakaguchi, B. A. Malomed // Phys. Rev. E 72, 046610 (2005).
• Рассмотрена модель U(x) ≡ 0, P (x) = a− cos 2x.
• Исследована устойчивость фундаментального решения методом

вариационной аппроксимации.

3. Bludov, Y. V., and V. V. Konotop // Phys. Rev. A 74, 043616 (2006).
• Рассмотрен БЭК смеси бозонов и фермионов; U(x), P (x) –

периодические функции.
• Произведен численный анализ простейших решений задачи.

4. G. L. Alfimov, D. A. Zezyulin // Nonlinearity, 20, 2075 (2007).
• Исследовано множество стационарных локализованных решений и их

устойчивость для U(x) = x2, P (x) = ±1.
• Показано, что каждое решение имеет аналог среди решений уравнения

для линейного гармонического осциллятора.
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Цели и задачи

1 Описать максимально подробно множество регулярных стационарных
локализованных решений УГП для периодического псевдопотенциала
P (x) в случае, когда потенциал удержания отсутствует, U(x) ≡ 0.
• Когда существуют регулярные локализованные решения?
• Сколько вообще существует таких решений?
• Сколько существует решений, локализованных на одном периоде P (x)?
• Какие решения устойчивы?

2 Выяснить влияние периодического псевдопотенциала P (x) на
структуру семейства стационарных локализованных решений УГП и
их устойчивость для случая параболической потенциальной ямы
U(x) = x2.
• Есть ли связь с хорошо изученным случаем P (x) ≡ ±1?
• Какие решения устойчивы?
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1. Математические результаты
о регулярных и сингулярных решениях

уравнения uxx +Q(x)u + P (x)u3 = 0
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Общие утверждения о регулярности решений

uxx +Q(x)u+ P (x)u3 = 0. (4)

Предложение 1
Пусть ∀x ∈ R, функции Q(x), P (x) ∈ C1(R), причем

(а) P (x) ≥ P0 > 0, |P ′(x)| ≤ P̃ ;
(б) Q(x) ≥ Q0, |Q′(x)| ≤ Q̃;
тогда решение задачи Коши для уравнения (4) c произвольными
начальными условиями (u0, u

′
0) регулярно и может быть продолжено

на всю действительную ось R.

Предложение 2
Пусть ∀x ∈ R выполняются условия: P (x) ≤ P0 < 0, Q(x) ≤ Q0 < 0,
тогда все решения уравнения (4) сингулярны, за исключением нулевого
решения.
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Семейства сингулярных решений

Предложение 3
Пусть ∃x0, P (x0) < 0, Ω — некоторая окрестность точки x0, причём
Q(x) ∈ C2(Ω) и P (x) ∈ C4(Ω), тогда существуют два C1 – гладких
однопараметрических семейства решений уравнения (4), сингулярных
в точке x0, связаных между собой симметрией u→ −u и имеющих
разложения:

±u(x) =

√
2

η
+A0 +A1η +A2η

2 +A3η
3 ln |η|+ Cη3 +A4η

4 ln |η|+ . . . , (5)

где η = x− x0. Каждое из этих семейств можно запараметризовать
свободной переменной C ∈ R.
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Таблица результатов

P (x) Q(x)

P (x) > 0 —
Все решения продолжаются на действи-
тельную ось, сингулярные решения отсут-
ствуют.

P (x) < 0 хотя
бы в одной точ-
ке x = x0

—

Имеется пара однопараметрических се-
мейств решений, коллапсирующих в точ-
ке x = x0 и связанных симметрией
u → −u.

P (x) < 0 Q(x) < 0
Все решения сингулярны за исключением
нулевого решения.

P (x) знакопе-
ременна —

Сингулярность решений является типич-
ным поведением. Это позволяет при
некоторых дополнительных ограничени-
ях применить метод исключения син-
гулярных решений и классифицировать
оставшиеся регулярные решения в терми-
нах символической динамики.
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2. Классификация стационарных
локализованных решений УГП в случае

отсутствия внешнего потенциала,

U(x) ≡ 0, P (x) <> 0
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Классификация
Основания

• U(x) ≡ 0, потенциал удержания отсутствует;
• P (x+ L) = P (x), периодический псевдопотенциал;
• P (x) <> 0, сингулярность — типичное поведение решений;
• ω < 0, наличие локализованных решений.

uxx + ωu+ P (x)u3 = 0. (6)

Если «большая часть» решений уходит на бесконечность, тогда
множество регулярных решений может быть описано в терминах
символической динамики3.

3G. L. Alfimov, A. I. Avramenko // Physica D 254, 29 (2013)
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Классификация
Аппарат

Множества U ±
L

U ±L = {(u0, u
′
0) ∈ R2 | решение задачи Коши для уравнения (6) с НУ

(u0, u
′
0) не сингулярно на [0,±L]}, UL = U +

L ∩U −L .

Отображение Пуанкаре P : R2 → R2

P(u0, u
′
0) = (u(L), u′(L)), где u(x) — решение с НУ (u0, u

′
0).

Орбита
Последовательность точек {pn} таких, что P(pn) = pn+1.

Σ : O → S
Можно определить соответствие (Σ) между орбитами регулярных
решений (O) и последовательностями (S) над некоторым алфавитом, где
каждый символ соответствует компоненте связности множества UL.
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Классификация
Пример множеств U ±

L

P (x) = α+ cos 2x, α ∈ (−1; +1)
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Рис. 1: Множества Uπ = U +
π ∩U −

π для различных значений ω, α.
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Классификация
Построение алфавита: ω = −1, α = −0.1
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Рис. 2: Спиралевидная структура U ±
π ⇒ бесконечный алфавит.
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Классификация
Кодировка решений
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Рис. 3: Пример построение кода для заданного решения.
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Классификация
Взаимно однозначное соответствие

Когда соответствие Σ является взаимно однозначным?3

1 Множество UL состоит из непересекающихся островов: UL =
⋃
i∈S Di.

2 PDi ∩Dj , P−1Di ∩Dj непусты; действие P на кривые внутри Di

сохраняет свойства монотонности.
3 ∆0 = UL, ∆+

n+1 = P∆+
n ∩∆0, ∆−n+1 = P−1∆−n ∩∆0,

lim
n→∞

µ(∆±n ) = 0.

−5 0 5
−15

−10

−5

0

5

10

15

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

Рис. 4: Пример островного и не островного множества UL.

3G. L. Alfimov, A. I. Avramenko, Physica D 254, 29 (2013)
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Рис. 5: Решения и их коды при ω = −1, α = −0.1.
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Устойчивость
Аппарат4

Исходное уравнение:

iΨt + Ψxx + F (|Ψ|2, x)Ψ = 0. (7)

Малые возмущения стационарного решения:

Ψ(t, x) = (u(x) + R̃(t, x))e−iωt, R̃� 1. (8)

Ищем решение в виде:

R̃(t, x) = (a(x) + b(x))eλt + (a∗(x)− b∗(x))eλ
∗t. (9)

Задача на собственные значения:

i

(
0 L0

L1 0

)(
a
b

)
= λ

(
a
b

)
; (10)

L0 = ∂xx + ω + F (u2, x); (11)
L1 = ∂xx + ω + F (u2, x) + 2u2F|Ψ|2(u2, x). (12)

4Jianke Yang, Nonlinear Waves in Integrable and Nonintegrable Systems // Society of
Industrial and Applied Mathematics (2010)
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Устойчивость
Метод коллокаций Фурье

Рассматриваем локализованное решение на отрезке: [−M2 ; M2 ].
Ищем решение задачи (10) в виде разложений в ряды Фурье:

a(x) =
∑
n∈Z

ane
i 2πnM x, b(x) =

∑
n∈Z

bne
i 2πnM x. (13)

Соответствующие представления для операторов L0, L1:

L0 = ∂xx +
∑
n∈Z

c(0)
n ei

2πn
M x, L1 = ∂xx +

∑
n∈Z

c(1)
n ei

2πn
M x. (14)

Подставляя (13), (14) в (10), получаем систему линейных уравнений:
−iλak = −bk(kk0)2 +

∑
n∈Z

c
(0)
n bk−n

−iλbk = iak(kk0)2 + i
∑
n∈Z

c
(1)
n ak−n

, k ∈ Z. (15)

Ограничим количество гармоник Фурье: k ∈ [−K;K] ⇒ задача на
собственные значения оператора конечной размерности.
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Устойчивость
Тест

(A) Решение |Ψ(t, x)| линейно устойчиво: весь спектр {λi} является
мнимым.

(B) Решение |Ψ(t, x)| экспоненциально неустойчиво: ∃ пара
действительных собственных значений ±λ.

(C) Решение |Ψ(t, x)| осцилляторно неустойчиво: ∃ четверка
комплексных собственных значений ±λ, ±λ∗.

0

0

0

0

0

0

A B C

Рис. 6: Примеры спектров для различных типов устойчивости.

Далее представлены результаты для:

F (|Ψ|2, x) = (α+ cos 2x)|Ψ|2.
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Устойчивость
Примеры: фундаментальное решение
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Рис. 7: Фундаментальное решение . . . OA1O . . . , линейно устойчиво.
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Устойчивость
Примеры: дипольное решение
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Рис. 8: Дипольное решение . . . OB−1O . . . , линейно устойчиво.
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Устойчивость
Примеры
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Рис. 9: Решение . . . OA1A−1A1O . . . , линейно устойчиво.
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Устойчивость
Примеры
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Рис. 10: Решение . . . OA1OA−1O . . . , линейно устойчиво.
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Устойчивость
Примеры
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Рис. 11: Решение . . . OA1A1O . . . , экспоненциально неустойчиво.
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Устойчивость
Примеры
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Рис. 12: Решение: . . . OA1A1A1O . . . , экспоненциально неустойчиво.
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Устойчивость
Примеры
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Рис. 13: Решение: . . . OA1B−1A−1O . . . , экспоненциально неустойчиво.
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Устойчивость
Примеры
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Рис. 14: Решение: . . . OA1B1A−1O . . . , осцилляторно неустойчиво.
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Устойчивость
Результаты

iΨt + Ψxx + (α+ cos 2x)|Ψ|2Ψ = 0 (16)

• Множество стационарных решений уравнения (16) чрезвычайно
богато.

• Большинство стационарных решений оказываются неустойчивы;
исключение составляют:
1. Фундаментальное решение: . . . OA±1O . . . .
2. Дипольное решение: . . . OB±1O . . . (new).
3. Некоторые комбинации (1) и (2): . . . OA1A−1A1O . . . ,

. . . OA1OA−1O . . . .
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Устойчивость
Расчёт эволюции

Для расчёта используем консервативную разностную схему Сухорукова6.
Она сохраняет два интеграла:

N(t) =

∫
|Ψ(t, x)|2dx; E(t) =

1

2

∫
Ψ∗(t, x)ĤΨ(t, x)dx (17)

Для подавления эффекта отражения излучения от краев области
интегрирования при расчете, в схему добавлен поглощающий слой.

6V. A. Trofimov, N. V. Peskov // Mathematical Modelling and Analysis, Volume 14
Number 1, 2009, pages 109-126
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Устойчивость
Расчёт эволюции: дипольное решение

−6 −4 −2 0 2 4 6

−5

0

5

Parameters: omega = −1.2, alpha = 0

−0.2 0 0.2

−6

−4

−2

0

2

4

6

Parameters: omega = −1.2, alpha = 0

X

T

Parameters: omega = −1.2, alpha = 0

−5 0 5
0

20

40

60

80

100

Рис. 15: Устойчивое дипольное решение.
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Устойчивость
Расчёт эволюции: дипольное решение
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Рис. 16: Неустойчивое дипольное решение.
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3. Стационарные локализованные решения
УГП в случае параболической потенциальной

ямы и периодического псевдопотенциала,

U(x) = x2, P (x) <> 0
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Параболическая потенциальная яма
Простейший псевдопотенциал7

iΨt + Ψxx − x2Ψ± |Ψ|2Ψ = 0. (18)
Все локализованные решения имеют

:::::::::
линейный

:::::::
аналог.

Рис. 17: Ветви различных локализованных решений и их устойчивость для
случаев (a) P (x) ≡ +1; (b) P (x) ≡ −1.

7D. A. Zezyulin, G. L. Alfimov, V. V. Konotop and V. M. Pérez-Garcia // Phys. Rev. A
76, 013621 (2007)
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Параболическая потенциальная яма
Периодический псевдопотенциал с ненулевым средним

iΨt + Ψxx − x2Ψ + (1 + β cos Ωx)|Ψ|2Ψ = 0. (19)
Появляются решения, не имеющие линейного аналога.

Рис. 18: Ветви различных локализованный решений и их устойчивость для
β = 2, Ω = 8.
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Параболическая потенциальная яма
Периодический псевдопотенциал с нулевым средним

iΨt + Ψxx − x2Ψ + cos Ωx|Ψ|2Ψ = 0. (20)
Ветвь решения (1) устойчива при ω ≈ 5.

Рис. 19: Ветви различных локализованный решений и их устойчивость для
Ω = 8.
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Предельный переход Ω→ +∞
Периодический псевдопотенциал с ненулевым средним

Рис. 20: Переход к нелинейному гармоническому осциллятору при Ω→ +∞ для
P (x) = 1 + cos Ωx.

37 / 45



Предельный переход Ω→ +∞
Периодический псевдопотенциал с нулевым средним
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Рис. 21: Переход к линейному гармоническому осциллятору при Ω→ +∞ для
P (x) = cos Ωx.
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Потеря устойчивости решений с линейным аналогом

Рис. 22: Сценарии потери устойчивости первых четырёх ветвей решений с
линейным аналогом для P (x) = cos 16x.
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Классическая потенциальная яма
Расчёт эволюции

Рис. 23: Решение Γ1 при P (x) = cos 16x для (1) ω = 2 и (2) ω = 0.
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Классическая потенциальная яма
Результаты

• Присутствие периодического псевдопотенциала приводит к
появлению локализованных решений без линейного аналога.

• В предельном случае Ω→ +∞ задача приближается к линейному или
нелинейному гармоническому осциллятору.

• Сценарий потери устойчивости для решений с линейным аналогом
(исследован асимптотически и численно):

1 При P (x) = 0 некоторые λi удвоены.
2 Удвоенные λi расщепляются под действием возмущения P (x) 6= 0.
3 При расщеплении могут образовывать λi с ненулевой действительной

частью.
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Основные результаты и положения
выносимые на защиту

1. Сформулированы достаточные условия, гарантирующие (а) наличие и (б)
отсутствие сингулярных решений стационарного УГП. Доказаны
утверждения о существовании семейств сингулярных решений,
соответствующих случаю “общего положения”.

2. Предложен метод описания стационарных локализованных решений УГП с
нулевым потенциалом и периодическим псевдопотенциалом в терминах
символической динамики. Использование этого метода позволило
обнаружить новое устойчивое решение УГП, т.н. дипольное
локализованной решение, а также ряд устойчивых связанных состояний.

3. Показано, что наличие периодического псевдопотенциала высокой частоты
позволяет стабилизировать неустойчивые нелинейные локализованные
решения, существующие в модели УГП с квадратичным потенциалом.
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